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Abstract

This paper considers a goal programming model with satisfaction functions for
portfolio selection problem taking into account conflicting objectives such us capital
budget, return and risk in an imprecise investment environment. The aim of this
paper is to formulate a multi-objective portfolio selection approach involving fuzzy
parameters and incorporating explicitly the investor’s preferences through the
concept of satisfaction functions. The proposed model is applied to data obtained
from Saudi stock exchange. The empirical results show that the investor is well
implied in the optimization and resolution process of the portfolio selection problem.

Keywords: portfolio selection, goal programming with satisfaction functions,
investor’s preferences, capital budget, returns, cardinality, risk.
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    S  I  (   𝛾  I )


    𝛾  I −


    𝛾  I +


   [ 0 ; 2000 ]


      I ~  p


  8000


  12000


    S  I  (   𝛾  I )


    m a x ⁡    S  I  (   𝛾  I ) =   𝜗  I 1 +   𝜗  I 2                                                                                                                                                                         ( 14 )


  s u b j e c t   t o  


  s u b j e c t   t o  


  0 ≤   𝛾  I − ≤   2000 𝜗  I 1


  0 ≤   𝛾  I − ≤   2000 𝜗  I 1


  0 ≤   𝛾  I + ≤   2000 𝜗  I 2


  0 ≤   𝛾  I + ≤   2000 𝜗  I 2


    𝜗  I 1 +   𝜗  I 2 = 1


    𝜗  I 1 +   𝜗  I 2 = 1


    𝜗  I 1 ,   𝜗  I 2 ∈  { 0 , 1 }


    𝜗  I 1 ,   𝜗  I 2 ∈  { 0 , 1 }


      R ~  p


  0 . 00304


    R  p  u = 0 . 00304


    S  R −  (   𝛾  R − )


  1


    𝛾  R −


  0 . 00304


    𝛾  R − ∈  ] 0 ; 0 . 00124 ]


  0 . 00124


    𝛾  R − > 0 . 00124


    S  R −  (   𝛾  R − )


    S  R  (   𝛾  R )


    m a x ⁡    S  R  (   𝛾  R ) = 1 −     𝛾  R −  0 . 00124                                                                                                                                                       ( 15 )


  s u b j e c t   t o  


  s u b j e c t   t o  


  0 ≤   𝛾  R − ≤ 0 . 00124


  0 ≤   𝛾  R − ≤ 0 . 00124


      𝛽 ~  p


  1


  10 %


  𝛿 = 0 . 1


      𝛽 ~  p ∈  [ 0 . 9 ; 1 . 1 ]


    S  𝛽  (   𝛾  𝛽 )


    𝛾  𝛽 −


    𝛾  𝛽 +


   ] 0 ; 0 . 1 ]


      𝛽 ~  p


  0 . 9


  1 . 1


    S  𝛽  (   𝛾  𝛽 )


    m a x ⁡    S  𝛽  (   𝛾  𝛽 ) =   𝜗  𝛽 1  ( 1 −     𝛾  𝛽 −  0 . 9 ) +   𝜗  𝛽 2  ( 1 −     𝛾  𝛽 +  1 . 1 )                                                                                     ( 16 )


  s u b j e c t   t o  


  s u b j e c t   t o  


  0 ≤   𝛾  𝛽 − ≤   0 . 9 𝜗  𝛽 1


  0 ≤   𝛾  𝛽 − ≤   0 . 9 𝜗  𝛽 1


  0 ≤   𝛾  𝛽 + ≤ 1 . 1   𝜗  𝛽 2


  0 ≤   𝛾  𝛽 + ≤ 1 . 1   𝜗  𝛽 2


    𝜗  𝛽 1 +   𝜗  𝛽 2 = 1


    𝜗  𝛽 1 +   𝜗  𝛽 2 = 1


    𝜗  𝛽 1 ,   𝜗  𝛽 2 ∈  { 0 , 1 }


    𝜗  𝛽 1 ,   𝜗  𝛽 2 ∈  { 0 , 1 }


      I ~  p


      R ~  p


      𝛽 ~  p


      𝜷 ~  𝒑 ،     𝑹 ~  𝒑 ،     𝑰 ~  𝒑


    w  I =   w  R =   w  𝛽 =  1 3


    M a x ⁡  G S =  1 3  (   𝜗  I 1 +   𝜗  I 2 ) +  1 3  ( 1 −     𝛾  R −  0 . 00124 ) +  1 3  (   𝜗  𝛽 1  ( 1 −     𝛾  𝛽 −  0 . 1 ) +   𝜗  𝛽 2  ( 1 −     𝛾  𝛽 +  0 . 1 ) )                                                                                     ( 17 )


  s u b j e c t   t o  


  s u b j e c t   t o  


    ∑  j = 1 149    x  j +   𝛾  I − −   𝛾  I + = 10000


    ∑  j = 1 149    x  j +   𝛾  I − −   𝛾  I + = 10000


    ∑  j = 1 149    x  j =     I ~  p    


    ∑  j = 1 149    x  j =     I ~  p    


    ∑  j = 1 149      r  j ∗   x  j      I ~  p +   𝛾  R − −   𝛾  R + = 0 . 00304


    ∑  j = 1 149      r  j ∗   x  j      I ~  p +   𝛾  R − −   𝛾  R + = 0 . 00304


    ∑  j = 1 149      𝛽  j   x  j      I ~  p +   𝛾  𝛽 − −   𝛾  𝛽 + = 1


    ∑  j = 1 149      𝛽  j   x  j      I ~  p +   𝛾  𝛽 − −   𝛾  𝛽 + = 1


  0 ≤   𝛾  I − ≤   2000 𝜗  I 1


  0 ≤   𝛾  I − ≤   2000 𝜗  I 1


  0 ≤   𝛾  I + ≤ 2000   𝜗  I 2


  0 ≤   𝛾  I + ≤ 2000   𝜗  I 2


  0 ≤   𝛾  R − ≤ 0 . 00124


  0 ≤   𝛾  R − ≤ 0 . 00124


  0 ≤   𝛾  𝛽 − ≤ 0 . 9   𝜗  𝛽 1


  0 ≤   𝛾  𝛽 − ≤ 0 . 9   𝜗  𝛽 1


  0 ≤   𝛾  𝛽 + ≤ 1 . 1   𝜗  𝛽 2


  0 ≤   𝛾  𝛽 + ≤ 1 . 1   𝜗  𝛽 2


    𝜗  I 1 +   𝜗  I 2 = 1


    𝜗  I 1 +   𝜗  I 2 = 1


    𝜗  𝛽 1 +   𝜗  𝛽 2 = 1


    𝜗  𝛽 1 +   𝜗  𝛽 2 = 1


  12 ≤   ∑  j = 1 149    𝜗  j ≤ 18


  12 ≤   ∑  j = 1 149    𝜗  j ≤ 18


  0 . 05   𝜗  j ≤     x  j      I ~  p ≤ 0 . 15   𝜗  j ,     f o r   j = 1 , … , 149


  0 . 05   𝜗  j ≤     x  j      I ~  p ≤ 0 . 15   𝜗  j ,     f o r   j = 1 , … , 149


    ∑  j = 1 43      x  j      I ~  p ≤ 0 . 4   ,     ∑  j = 44 64      x  t      I ~  p ≤ 0 . 4 ,     ∑  j = 65 101      x  t      I ~  p ≤ 0 . 4 ,     ∑ 102 149      x  t      I ~  p ≤ 0 . 4


    𝜗  I 1 ,   𝜗  I 2 ,   𝜗  𝛽 1 ,   𝜗  𝛽 2 ,     𝜗  j ∈  { 0 , 1 }   ,       f o r   j = 1 , … , 149


    𝛽  j


    r  j ∗


    x  j


   ℓ ~


      I ~  p


      𝛽 ~  p


  1 ≤  ℓ ~ ≤ 8


  800 ≤     I ~  p ≤ 1200


      𝛽 ~  p > 1


    𝛾  𝛽 −


      S  𝛽  (   𝛾  𝛽 ) ⁡  = 1 −     𝛾  𝛽 +    𝛾  1 + 𝛿 +


  20 ≤  ℓ ~ ≤ 30


  40000 ≤     I ~  p ≤ 60000


      𝛽 ~  p < 1


    𝛾  𝛽 +


      S  𝛽  (   𝛾  𝛽 ) ⁡  = 1 −     𝛾  𝛽 −    𝛾  1 − 𝛿 −


    x 141


    x 132


    x 124


    x 114


    x 104


    x 96


    x 78


    x 51


    x 42


    x 39


    x 17


    x 9


  1 ≤  ℓ ~ ≤ 8


  12 ≤  ℓ ~ ≤ 18


  20 ≤  ℓ ~ ≤ 30


  800 ≤     I ~  p ≤ 1200


  8000 ≤     I ~  p ≤ 12000


  40000 ≤     I ~  p ≤ 60000


      𝛽 ~  p > 1


      𝛽 ~  p = 1


      𝛽 ~  p < 1


    x 9


    x 9


    x 5


    x 17


    x 17


    x 9


    x 39


    x 39


    x 11


    x 51


    x 42


    x 17


    x 78


    x 51


    x 18


    x 104


    x 78


    x 35


    x 114


    x 96


    x 39


    x 141


    x 104


    x 42


    x 114


    x 51


    x 124


    x 63


    x 132


    x 78


    x 141


    x 96


    x 102


    x 104


    x 113


    x 114


    x 124


    x 130


    x 132


    x 141


  −


  𝛼 − c u t s


    z  j


  j


  n


  j = 1 , . . . , n


    ∑  j = 1  n    z  j = 1


    z  j ≥ 0


  j


    r  j


  j


  E  (   r  j )


  E  (   R  p ) =   ∑  j = 1  n  E  (   r  j )   z  j


  V a r  (   R  p ) =   ∑  i = 1  n    ∑  j = 1  n  c o v (   r  i ,   r  j )   z  i   z  j


  c o v (   r  i ,   r  j )


  i


  j


    R 0


    m i n ⁡    ∑  i = 1  n    ∑  j = 1  n  c o v (   r  i ,   r  j )   z  i   z  j                                                                                                                                                                                         ( 1 )


  s u b j e c t   t o  


  s u b j e c t   t o  


    ∑  j = 1  n  E  (   r  j )   z  j ≥   R 0 ,  


    ∑  j = 1  n  E  (   r  j )   z  j ≥   R 0 ,  


    ∑  j = 1  n    z  j = 1 ,


    ∑  j = 1  n    z  j = 1 ,


    z  j ≥ 0 ,   j = 1 , … , n .  


    z  j ≥ 0 ,   j = 1 , … , n .  


  j


    r  j , t =   𝜆  j +   𝛽  j   r  m , t +   𝜀  j , t                                                                                                                                                                                    ( 2 )


    r  j , t


  j


  t


    r  j , t =    (   p  j , t −   p  j , t − 1 +   d  j , t )    p  j , t − 1


    p  j , t


  j


  t


    d  j , t


  j


   [ t − 1 , t ]


    r  m , t


  t


    𝜀  j , t


  j


  t


    𝜆  j


    𝛽  j


  j


    𝛽  j


    𝛽  j =   c o v (   r  j , t ,   r  m , t )  v a r (   r  m , t )                                                                                                                                                                                                ( 3 )


    𝛽  p


    𝛽  p =   ∑  j = 1  n    z  j   𝛽  j


  v a r (   R  p , t ) =   𝛽  j 2 v a r (   r  m , t ) +   ∑  j = 1  n    z  j 2 v a r (   𝜀  j , t )                                                                                                      ( 4 )


  n


    𝛽  p


    x  j


  j = 1 , . . . , n


    M i n ⁡  Z =   ∑  i = 1  p   (   𝛾  i + +   𝛾  i − )                                                                                                                                                                               ( 5 )


  s u b j e c t   t o  


  s u b j e c t   t o  


    ∑  j = 1  n    a  i j −   𝛾  i + +   𝛾  i − =   g  i    


    ∑  j = 1  n    a  i j −   𝛾  i + +   𝛾  i − =   g  i    


  C x ≤ B                


  C x ≤ B                


    x  j ≥ 0     ( j = 1 , . . . , n )          


    x  j ≥ 0     ( j = 1 , . . . , n )          


    𝛾  i + ,     𝛾  i − ≥ 0   ( i = 1 , . . . , p )


    𝛾  i + ,     𝛾  i − ≥ 0   ( i = 1 , . . . , p )


    a  i j


  C


  B


    g  i


    𝛾  i +


    g  i


  i


    𝛾  i −


    g  i


  i


   (     𝛾  i − × 𝛾  i + )


    𝛾  i +


    𝛾  i −


    ∑  j = 1  n    x  j ≤   I  p                                                                                                                                                                                                                                ( 6 )


    I  p


    x  j


   [   I  p  l   ;     I  p  u ]


    I  p  u


    I  p  l


      I ~  p


      I ~  p ∈    [   I  p  l   ;     I  p  u ]


      I ~  p


    ∑  j = 1  n    x  j +   𝛾  I − −   𝛾  I + =     I ~  p                                                                                                                                                                                      ( 7 )


    𝛾  I +


    𝛾  I −


      I ~  p


      I ~  p


      I ~  p


    S  I  (   𝛾  I )


      I ~  p


    S  I  (   𝛾  I ) =   S  I −  (   𝛾  I − ) +   S  I +  (   𝛾  I + )


    I  p  l


    I  p  u


      I ~  p


    I  p  l


    I  p  u


      I ~  p


   [   I  p  l   ;     I  p  u ]


    I  p ∗


    I  p ∗ =     I  p  l +   I  p  u 2


    S  I  (   𝛾  I )


    I  p ∗


    𝛾    I  l −


    𝛾    I  u +


    𝛾    I  l −


    𝛾    I  u +


    𝛾  I +   > 𝛾    I  u +   أ و     𝛾  I − >   𝛾    I  l −


      𝑰 ~  𝒑


    𝜗  I 1


    𝜗  I 2


    S  I  (   𝛾  I )


    m a x ⁡    S  I  (   𝛾  I ) =   𝜗  I 1 +   𝜗  I 2                                                                                                                                                                             ( 8 )


  s u b j e c t   t o  


  s u b j e c t   t o  


  0 ≤   𝛾  I − ≤   𝜗  I 1   𝛾    I  l −


  0 ≤   𝛾  I − ≤   𝜗  I 1   𝛾    I  l −


  0 ≤   𝛾  I + ≤   𝜗  I 2   𝛾    I  u +


  0 ≤   𝛾  I + ≤   𝜗  I 2   𝛾    I  u +


    𝜗  I 1 +   𝜗  I 2 = 1


    𝜗  I 1 +   𝜗  I 2 = 1


    𝜗  I 1 ,   𝜗  I 2 ∈  { 0 , 1 }


    𝜗  I 1 ,   𝜗  I 2 ∈  { 0 , 1 }


    R  p


    r  j


  j = 1 , … , n


    R  p


    r  j


      R ~  p


      r ~  j


    N ~ =  (   𝜂 1 ,   𝜂 2 ,   𝜂 3 ,   𝜂 4 )


    𝜇    N ~


    N ~


  0 ≤   𝜇    N ~ ≤ 1


    N ~


    𝜂 1


    𝜂 2


    𝜂 3


    𝜂 4


    𝜂 1


    𝜂 4


   [   𝜂 2 ,   𝜂 3 ]


    𝜇    N ~ = 1


      R ~  p


    R  p  m a x


    R  p  m i n


      R ~  p


      R ~  p ∗


   [   R  p  l   ;     R  p  u ]


    R  p ∗


    R  p  u


    R  p  l


  j


  (   j = 1 , … , n )


   [   r  j  l   ;     r  j  u ]


    r  j ∗


    r  j  u


    r  j  l


    𝜂 3


    𝜂 1


    𝜂 4


      R ~  p


    R  p  u


    R  p  u


    ∑  j = 1  n      r  j ∗   x  j      I ~  p +   𝛾  R − −   𝛾  R + =   R  p  u                                                                                                                                                                          ( 9 )


    𝛾  R +


    𝛾  R −


    R  p  u


    S  R  (   𝛾  R )


      R ~  p


   [   R  p  l ,   R  p  u ]


    S  R  (   𝛾  R ) =   S  R −  (   𝛾  R − )


    R  p  u


    𝛾  R −


    S  R  (   𝛾  R )


    𝛾  R +


      R ~  p ≥   R  p  u


    R  p  l ≤     R ~  p <   R  p  u


      R ~  p


    R  p  l


      R ~  p <   R  p  l


    S  R  (   𝛾  R )


    𝛾  R −


    R  p  u


    𝛾  R − ∈  [ 0 ,   𝛾    R  l − ]


    𝛾  R −


    𝛾    R  l −


    S  R  (   𝛾  R )


    m a x ⁡    S  R  (   𝛾  R ) = 1 −     𝛾  R −    𝛾    R  l −                                                                                                                                                                             ( 10 )


  s u b j e c t   t o  


  s u b j e c t   t o  


  0 ≤   𝛾  R − ≤   𝛾    R  l −


  0 ≤   𝛾  R − ≤   𝛾    R  l −


      𝑹 ~  𝒑


      𝛽 ~  p


    ∑  j = 1  n      𝛽  j   x  j      I ~  p +   𝛾  𝛽 − −   𝛾  𝛽 + = 1                                                                                                                                                                         ( 11 )


    𝛾  𝛽 +


    𝛾  𝛽 −


  𝛿


  1


      𝛽 ~  p ∈  [ 1 − 𝛿 , 1 + 𝛿 ]


  𝛿


    S  𝛽  (   S  𝛽 )


      𝛽 ~  p


   [ 1 − 𝛿 , 1 + 𝛿 ]


    S  𝛽  (   𝛾  𝛽 ) =   S  𝛽 −  (   𝛾  𝛽 − ) +   S  𝛽 +  (   𝛾  𝛽 + )


    𝛾  𝛽 −


    𝛾  𝛽 +


    S  𝛽  (   𝛾  𝛽 )


    𝛾  𝛽 − ∈  ] 0   ;   𝛾  1 − 𝛿 − ]


    𝛾  𝛽 + ∈  ] 0   ;   𝛾  1 + 𝛿 + ]


  1 − 𝛿


  1 + 𝛿


      𝜷 ~  𝒑


    𝜗  𝛽 1


    𝜗  𝛽 2


    S  𝛽  (   𝛾  𝛽 )


    m a x ⁡    S  𝛽  (   𝛾  𝛽 ) =   𝜗  𝛽 1  ( 1 −     𝛾  𝛽 −    𝛾  1 − 𝛿 − ) +   𝜗  𝛽 2  ( 1 −     𝛾  𝛽 +    𝛾  1 + 𝛿 + )                                                                         ( 12 )


  s u b j e c t   t o  


  s u b j e c t   t o  


  0 ≤   𝛾  𝛽 − ≤   𝜗  𝛽 1   𝛾  1 − 𝛿 −


  0 ≤   𝛾  𝛽 − ≤   𝜗  𝛽 1   𝛾  1 − 𝛿 −


  0 ≤   𝛾  𝛽 + ≤   𝜗  𝛽 2   𝛾  1 + 𝛿 +


  0 ≤   𝛾  𝛽 + ≤   𝜗  𝛽 2   𝛾  1 + 𝛿 +


    𝜗  𝛽 1 +   𝜗  𝛽 2 = 1


    𝜗  𝛽 1 +   𝜗  𝛽 2 = 1


    𝜗  𝛽 1 ,   𝜗  𝛽 2 ∈  { 0 , 1 }


    𝜗  𝛽 1 ,   𝜗  𝛽 2 ∈  { 0 , 1 }


    𝜏 1  u


      x  j      I ~  p ≤   𝜏 1  u   𝜗  j


    𝜏 1  l


      x  j      I ~  p ≥   𝜏 1  l   𝜗  j


    𝜗  j


  j


  j = 1 , … , n


    𝜏 2


    ∑  j = 1    k 1      x  j      I ~  p ≤   𝜏 2 ,       ∑  j =   k 1 + 1    k 2      x  j      I ~  p ≤   𝜏 2 , … ,       ∑  j =   k  e − 1 + 1    k  e      x  j      I ~  p ≤   𝜏 2


    e


    k  e ,   … ,   k 1


    ∑  j = 1  n    𝜗  j =  ℓ ~


   ℓ ~ ∈  [ m , M ]


    x  j ≥ 0


    M a x ⁡  G S =   w  I  (   𝜗  I 1 +   𝜗  I 2 ) +   w  R  ( 1 −     𝛾  R −    𝛾    R  l − ) +   w  𝛽  (   𝜗  𝛽 1  ( 1 −     𝛾  𝛽 −    𝛾  1 − 𝛿 − ) +   𝜗  𝛽 2  ( 1 −     𝛾  𝛽 +    𝛾  1 + 𝛿 + ) )                                                                   ( 13 )


  s u b j e c t   t o  


  s u b j e c t   t o  


    ∑  j = 1  n    x  j +   𝛾  I − −   𝛾  I + =   I  p ∗                                                                                                                                                                          ( 13 . 1 )


    ∑  j = 1  n    x  j +   𝛾  I − −   𝛾  I + =   I  p ∗                                                                                                                                                                          ( 13 . 1 )


    ∑  j = 1  n      r  j ∗   x  j      I ~  p +   𝛾  R − −   𝛾  R + =   R  p  u                                                                                                                                                              ( 13 . 2 )


    ∑  j = 1  n      r  j ∗   x  j      I ~  p +   𝛾  R − −   𝛾  R + =   R  p  u                                                                                                                                                              ( 13 . 2 )


    ∑  j = 1  n      𝛽  j   x  j      I ~  p +   𝛾  𝛽 − −   𝛾  𝛽 + = 1                                                                                                                                                                    ( 13 . 3 )


    ∑  j = 1  n      𝛽  j   x  j      I ~  p +   𝛾  𝛽 − −   𝛾  𝛽 + = 1                                                                                                                                                                    ( 13 . 3 )


  0 ≤   𝛾  I − ≤   𝜗  I 1   𝛾    I  l −                                                                                                                                                                                                ( 13 . 4 )


  0 ≤   𝛾  I − ≤   𝜗  I 1   𝛾    I  l −                                                                                                                                                                                                ( 13 . 4 )


  0 ≤   𝛾  I + ≤   𝜗  I 2   𝛾    I  u +                                                                                                                                                                                              ( 13 . 5 )


  0 ≤   𝛾  I + ≤   𝜗  I 2   𝛾    I  u +                                                                                                                                                                                              ( 13 . 5 )


  0 ≤   𝛾  R − ≤   𝛾    R  l −                                                                                                                                                                                                          ( 13 . 6 )


  0 ≤   𝛾  R − ≤   𝛾    R  l −                                                                                                                                                                                                          ( 13 . 6 )


  0 ≤   𝛾  𝛽 − ≤   𝜗  𝛽 1   𝛾  1 − 𝛿 −                                                                                                                                                                                      ( 13 . 7 )


  0 ≤   𝛾  𝛽 − ≤   𝜗  𝛽 1   𝛾  1 − 𝛿 −                                                                                                                                                                                      ( 13 . 7 )


  0 ≤   𝛾  𝛽 + ≤   𝜗  𝛽 2   𝛾  1 + 𝛿 +                                                                                                                                                                                      ( 13 . 8 )


  0 ≤   𝛾  𝛽 + ≤   𝜗  𝛽 2   𝛾  1 + 𝛿 +                                                                                                                                                                                      ( 13 . 8 )


    𝜗  I 1 +   𝜗  I 2 = 1                                                                                                                                                                                                          ( 13 . 9 )


    𝜗  I 1 +   𝜗  I 2 = 1                                                                                                                                                                                                          ( 13 . 9 )


    𝜗  𝛽 1 +   𝜗  𝛽 2 = 1                                                                                                                                                                                                  ( 13 . 10 )


    𝜗  𝛽 1 +   𝜗  𝛽 2 = 1                                                                                                                                                                                                  ( 13 . 10 )


    ∑  j = 1  n    x  j =     I ~  p                                                                                                                                                                                                              ( 13 . 11 )


    ∑  j = 1  n    x  j =     I ~  p                                                                                                                                                                                                              ( 13 . 11 )


    ∑  j = 1  n    𝜗  j =  ℓ ~                                                                                                                                                                                                                ( 13 . 12 )


    𝜏 1  l   𝜗  j ≤     x  j      I ~  p ≤   𝜏 1  u   𝜗  j ,     for   j = 1 , … , n                                                                                                            ( 13 . 13 )


    ∑  j = 1    k 1      x  j      I ~  p ≤   𝜏 2   ,         ∑  j =   k 1 + 1    k 2      x  j      I ~  p ≤   𝜏 2 , … ,   ∑  j =   k  e − 1 + 1    k  e      x  j      I ~  p ≤   𝜏 2                                                                  ( 13 . 14 )


    ∑  j = 1    k 1      x  j      I ~  p ≤   𝜏 2   ,         ∑  j =   k 1 + 1    k 2      x  j      I ~  p ≤   𝜏 2 , … ,   ∑  j =   k  e − 1 + 1    k  e      x  j      I ~  p ≤   𝜏 2                                                                  ( 13 . 14 )


    𝜗  I 1 ,   𝜗  I 2 ,   𝜗  𝛽 1 ,   𝜗  𝛽 2 ,     𝜗  j ∈  { 0 , 1 }   ,             for   j = 1 , … , n                                                                            ( 13 . 15 )


    𝜗  I 1 ,   𝜗  I 2 ,   𝜗  𝛽 1 ,   𝜗  𝛽 2 ,     𝜗  j ∈  { 0 , 1 }   ,             for   j = 1 , … , n                                                                            ( 13 . 15 )


    x  j ≥ 0 ,               for   j = 1 , … , n                                                                                                                                                        ( 13 . 16 )


    x  j ≥ 0 ,               for   j = 1 , … , n                                                                                                                                                        ( 13 . 16 )


    w  I


    w  R


    w  𝛽


    𝜷  𝒋


    𝜼  𝟒


    𝜼  𝟑


    𝜼  𝟐


    𝜼  𝟏


  j


  j = 1 , 2 , … , 149


  j


  % 90


  % 95


  % 99


  j


    𝜂 1


  % 90


  % 95


  % 99


    𝜂 2


    𝜂 3


    𝜂 4


   [   r  j  l ,   r  j  u ]


    r  j ∗


  j


   [ 8000   ;   12000 ]


    𝜏 1  u = 0 . 15


    𝜏 1  l = 0 . 05


    𝜏 2


  h


  h = 1 , 2 , 3 , 4


    𝜏 2 = 0 . 4


  12 ≤  ℓ ~ ≤ 18


      𝑹 ~  𝒑 ∗


   [   R  p  l ,   R  p  u ] =  [ 0 . 00180   ; 0 . 00304 ]

